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ABSTRACT
This script was aimed to determine the necessary conditions for boundedness of Riesz potential in the classical Morrey
space. If these results are combined with previous research resultswill be obtained the necessary and sufficient condition
for boundedness of Riesz potential. This necessary condition is obtained through the use of characteristic function as one
member of the classical Morrey space.
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ABSTRAK
Tujuan tulisan ini adalah menentukan syarat perlu untuk keterbatasan potential Riesz padaruang Morrey klasik. Jika hasil
ini dikombinasikan dengan hasil-hasil penelitian sebelumnya akan diperoleh syarat perlu dan cukup untuk keterbatasan
potential Riesz padaruang Morrey klasik. Syarat perlu ini diperoleh melalui pemakaian fungs karakteristik sebagai salah

satu anggota dari ruang Morrey klasik.

Kata kunci: keterbatasan, potensial Riesz, ruang Morrey klasik

PENDAHULUAN
Operator T dikatakan terbatasdari ruang x keruang
Y, jika terdapat C >1 sehingga |[Tx:Y|<C|x| dengan
[x: X|| menotasikan norma x di ruang x . Selanjutnya
operator T dikatakan terbatasdi ruang X , jika 7 terbatas
dari ruang X ke ruang X.
Potensial Riesz didefinisikan oleh
Lrm=[ LY, ®

n=a
b yl

dengan ycp" dan 0<a <n.

Keterbatasan potensial Riesz telah banyak diteliti di
berbagai ruang, diantaranya di ruang Lebesgue
(Duoandikoetxea2001), di ruang Morrey klasik (Peetre 1969),
danruang Morrey (Nakai 1994).
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Ruang Lebesgue 7 =1”(R"), 1<p<wm,
didefinisikan sebagai ruang kelas-kelasekivalen f sehingga

lr:z|=( fof e <o @

Oleh karena setiap anggota dari ruang Morrey klasik
merupakan anggota ruang Lebesgue lokal, maka sebelum
mendefinisikan ruang Morrey klasik terlebih dahulu
didefinisikan ruang L ebesgue lokal .

Ruang Lebesgue lokal, L =LP (R"), 1<p<w,
didefinisikan sebagai ruang kelas-kelasekivalen f* sehingga
untuk setiap subhimpunan kompak S di " berlaku
_[5_|f(}’)|pafv<°c. Selanjutnya ruang Morrey klasik
didefinisikan sebagai berikut:

Misalkan B(a.r) adalahbolaberpusatdi , ¢ g# danberjari-
jari r>0, 1= p<oodan 0 < A<n. RuangMorrey klasik,
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[P = [PA(R"), didefinisikan sebagai himpunan semua
fely, sehingga

1 P
[—,-:L._. o) dy] <. (3)

I

oz

‘ = sup
B=B(a,r)
Ruang Lebesgue merupakan bentuk khusus dari ruang
Morrey klasik sebab jika A = 0, maka ;7.4 _ ;P .
Hasil penelitian terdahulu tentang keterbatasan
potensial Riesz yang didefinisikan pada p di ruang Morrey
klasik diberikan dalam teoremaberikut ini.

Teorema A. (Adams-Chiarenza-Frasca) Misalkan

7 1épim a1l 1 a
O<A<n—ap dan P CJika —=——
* g p n—A4
terdapat konstanta Cp, 4 >0 sehingga untuk semua

, maka

f e 1P berlaku

H,’gf : !.‘f”-H = i Jf : L% (Chiarenza& Frasca 1987)

Teorema B. (Spanne) Misalkan 0< A, u<n,
1 1 «

E = ; T maka terdapat
Cp.q >0 sehinggauntuk semua f 77+ berlaku

et 24| < Cp g i 07| (Peetre 1969)

Kedua teorema di atas berbentuk implikasi. Hal ini
mengi syaratkan bahwa keduateorematersebut tidak memuat
syarat perlu untuk keterbatasan potensial Riesz. Di samping
teorema berbentuk implikasi di atas terdapat teorema
keterbatasan potensial Riesz lainnya yang berbentuk
biimplikasi, yaitu teorema keterbatasan potensial Riesz di
ruang Lebesgue yang diberikan diberikan dalam teorema

berikut ini (Krantz 1999).

n
1<p<;,dan Ag=pup.Jka

n
TeoremaC. Misalkan | <7 < - Operator /,, terbatas

I o1
dari ;» ke ;4 jikadanhanyajika—=—- <.
g p n

Teorema hasil penelitian lainnya yang berbentuk
biimplikasi diantaranyaadal ah teoremaketerbatasan operator
integral fraksional yang didefinisikan padaruang kuas metrik
(Eridani et al. 2009) dan dalam Edmunds et al. (2002).
Pembuktian syarat perlu dari keterbatasan 7/, di ruang
L ebesgue dil akukan dengan menggunakan operator dilatasi
sedangkan pada ruang kuasi metrik menggunakan fungsi
karakteristik. Dimotivasi oleh teorema-teorema berbentuk
biimplikasi di atas, penulistertarik untuk menemukan syarat
perlu untuk keterbatasan /., di Ruang Morrey klasik dan
membuktikan hasilnya dengan menggunakan fungsi
karakteristik.
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HASIL DAN PEMBAHASAN
Prosisi berikut ini menyatakan bahwa ; ».4 merupakan

diperlukan dalam menentukan syarat perlu keterbatasan
potensial Riesz di ruang ;-4 .

Proposisi 1. Untuk setiap bola B, :=B(a,.r,)
dalam g terdapat € > 0 sehingga:
re <Cl.xi, dengan xp, merupakan fungsi

karakteristik
n—A

| e B
b H;{BO : LP H o e M o
Bukti: Diambil sebarang bola B, := B(a,,,r,) daam gn.

a. Diambil sebarang (x,v) € B,
maka |x—‘}-‘| < |x —ao| + |.ce'fJ -y| < 2;;7,
. 1. ©
sehingga e |x_y1”_a .
Oleh karenaitu

e =cl

#, |x == ”-,,|

b. Diambil sharangbola p dalam g7, misdkan B = B(a,r).

X, (V) .
. —ex 1’ = ( lnlt,rf” {),)

rf <
Ix—»

1 1 ~ H—A
ey | p— 3
Karena 7 jg‘zgo)a[m Tsrs, dv=Cr, ",

‘ <Cr.r ..

maka HZH,, 57
Berdasarkan Proposisi 1 di atas diperoleh bahwa untuk
setiap bola B, := B(a,,r,) dalam g, yp L/

Teorema berikut ini memuat syarat perlu dan cukup
untuk keterbatasan potensial Riesz di ruang Morrey klasik.

Teoremal. Misakan 0<A<n—ea p dan | <p<£.

(74
Syarat perlu dan cukup untuk keterbatasan /, dari

ruang y »-+ keruang ;9.4 adalah L N

. g p n-4
Bukti: Syarat cukup. Bukti syarat cukup untuk
keterbatasan [/, dari ruang ;.4 ke ruang 4.4 dapat
dilihat di (Chiarenza& Fraca1987).

Syarat perlu. Misalkan I, terbatas dari ruang ;.4
ke ruang ;¢.4. Diambil sebarang bola B, = B(a,.r,)
dalam pn. Berdasarkan proposisi 1bdiperoleh z 5 € i
Oleh karena itu terdapat konstanta (" > 1 sehingga

Ioxs,: Lq"?‘H < CHZBO g L'”‘)‘H D
Berdasarkan proposisi 1a, (1), dan definisi ruang

Morrey klasik diperoleh



1
TIBO r,idy| <Cr,

. -4
aq+u—4—EL—lE

. p
ry <C.

Karena pertidaksamaan re(rakhi{)herl aku untuk sebarang
n—A)q
bola B,,maka @9q+n-A- =0.

(1 !,‘}

. 1 1 o
sehingga —=—= —.
P n—A

Teorema2. Misakan 0< A, g <n,danl<p (;_" dan

Ag = pp. Syarat perlu dan cukup untuk keterbatasan [,

dari ruang ;-4 keruang ;4.4 adalah L=l_3‘

Bukti: Syarat cukup. Bukti sy;rat rléukL?p untuk
keterbatasan /, dari ruang ;p.4 ke ruang ;4.4 dapat
dilihat di Peetre (1969).

Syarat perlu. Misalkan 7, terbates dari ruang 2.4
ke ruang ;4.# . Diambil sebarang bola B, = B(a,.r,)
dalam . Berdasarkan proposisi 1bdiperoleh x| e IP?,
Oleh karena itu terdapat konstanta (" > 1 sehingga
Ioxp, :L** H < ('_'HZBO [P H @)

Berdasarkan proposisi 1a (2), dan definisi ruang

i i n=—A
Morrey klasik diperoleh ( 1 J' ’}fxchqu <Cr, P
;J-’ Vi1
(2]

O’q+n—gr—w

g P <(C
o = *
Karena pertidaksamaan terakhir berlaku untuk sebarang

¥

bola B, , maka aq+n_ﬂ_M:0‘
JD
sehingga 1 _1_¢@

g p n
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SIMPULAN

Syarat perlu untuk keterbatasan potensial Riesz di
ruang Morrey klasik dapat dicari melalui penggunaan fungsi
karakterigtik. Fungs karakteristik ini diduga dapat digunakan
untuk menentukan syarat perlu untuk keterbatasan potensial
Riesz dan operator integral lainnya di ruang lainnya pula.

Oleh karena itu tindak lanjut penelitian ini adalah
mencari syarat perlu untuk keterbatasan potensial Riesz dan
operator integral lainnyadi ruang lainnya pula.

UCAPAN TERIMAKASIH
Penulis mengucapkan terimakasih kepada Dr. Eridani
dari Departemen Matematika FST UNAIR atas saran dan
masukannya selama penelitian ini dilakukan.

DAFTAR PUSTAKA

Chiarenza, F & Fraca, M. 1987, Morrey spacesand hardy-
littlewood maximal functions. Rend Mat 7: 273-279.

Duoandikoetxea, J. 2001. Fourier Analysis, Graduate
Sudies in Mathematics, Vol. 29. Providence, Rhode
Island: American Mathematical Society.

Edmunds, D., Kokilashvili, V & M eskhi, A. 2002. Bounded
and compactintegral operator, mathematics and its
applications, 543, kluwer academics publisher, dordrecht.
TheNetherlands24: 367-371, 377-379.

Eridani, Kokilashvill, V & M eskhi, A. 2009, Morrey space
and fractional integral operators. Expo Math 27(3): 227-
230.

Krantz& Seven G. 1999. A Panorama of Harmonic Analysis.
Washington: The Mathemati cal Association of America.

Nakai, E. 1994. Hardy-littlewood maximal operator, singular
integral operatorsand theriesz potensialson generalized
morrey space. Math Nacr 166: 95-103.

Peetre, J. 1969. On the theory of spaces. J Funct Anal 4:
71-87.



